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p e l a s  suas v a l i o s a s  s u g e s t õ e s  e a M a c i e l  A n t u n e s  da S i l v a  -pelo 
e s m e r a d o  t r a b a l h o  d a t i l o g r ã f i c o .
N es te tra bal ho , que s u b d i v i d i m o s i e m  três
i
c a p í t u l o s ,  nos p r o p u s e m o s  s o l u c i o n a r  alg uma s equ aç õe s f u n c io n ai s 
em uma v a ri áv el . Ao m e s m o  tempo, a p l i c a r e m o s  as so l u çõ es  mensu 
rã v ei s d e s t a s  e q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s  para a c a r a c t e r i z a ç ã o  a x i o m ã U  
ca de m e d i d a s  de in for maç ão .
No c a p i t u l o  I a p r e s e n t a m o s  um relato s o ­
bre as e q u a ç õ e s  f u n c i o na is .  Com a f i n a l i d a d e  de si t u a r  o nosso 
o b j e t i v o  de e s t u d o  d e s t a c a m o s  a rel açã o ex is ten te en tre as s o l u ­
ções c o n t í n u a s  e m e n s u r á v e i s  des tas  e q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s  e as me 
di da s de i n f o r m a ç ã o .
Nos c a p í t u l o s  II e III s o l u c i o n a m o s  e q u a ­
çõe s f u n c i o n a i s ,  g e n e r a l i z a ç õ e s  da e qu aç ão  funcional de Ch au n dy  
e M c l e o d  ( 1 960). Elas s ur g e m  ta mbé m n a t u r a l m e n t e  da não-aditivj_ 
dade de al g u m a s  m e d i d a s  de in for ma çã o.  Ne ste s c ap ít u l o s  fazemos 
en tã o a p l i c a ç õ e s  à c a r a c t e r i z a ç ã o  de várias e n t r o p i a s  n ã o- ad it i-  
vas, tais como: a e n t r o p i a  n ã o - a d i t i v a  de grau (a,e), e n t r o p i a  do 
seno, e n t r o p i a  a - l o g ' e outras.
V
V
A B S T R A C T
In this work, w hic h is di v i d e d  in three 
c h a p t e r s  we p r o p o s e  to s ol ve some fun cti on al e q u a t i o n s  in one va 
riable. At the same t i m e 9 we apply the m e a s u r a b l e  so lu t i o n s  of 
t he se fu n c t i o n a l  e q u a t i o n s  for the a x i o m a t i c  character!' zati on of 
i nformatiori i m e a s u r e s .
In c h ap te n I we give a re sum e a bou t f u n c ­
tional e q u a t i o n s .  In o r d e r  to e s t a b l i s h  the o b j e c t i v e  of our 
study, we will po int out the e x i s ti ng  re l at io n b e tw ee n the m e a ­
s u r a b l e  and c o n t i n u o n s  s o l u t i o n s  of these e q u a t i o n s  and the i n ­
f o r m a t i o n  me as u r e s .
In c h a pt er s II and III we solve g e n e r a ­
li z a t i o n s  of the fu n c t i o n a l  e q u a t i o n  of C ha un dy  e M cl e o d  (1960). 
They a p p e a r  n a t u r a l l y  from  the n o n - a d d i t i v i t y  of some "informja 
tions m e a s u r e s .  In these ch apt er s we make  a p p l i c a t i o n s  to the 
a x i o m a t i c  cha ra ct er i zati on of some n o n - a d d i t i v e  e n t r o p i e s ,  such 
as the n o n - a d d i t i v e  e n t r o p y  of de gr ee  (a, 6), the sine en t r o p y  
and the a - lo g e n t r o p y  among athers.
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C A P Í T U L O  I
1. I N T R O D U Ç Ã O :
S h a n n o n  i n t r o du zi u,  nuni t ra ba l h o  p i o n e i r o  ( 1 948), 
uma me di da  de i n f o r m a ç ã o  (in ce rt e za  ou ent ro p ia ) de uma v a r i á ­
vel a le ató ri a. Al ém  dessa me di da , alguns r e su lt ad os  f u n d a m e n ­
tais f or am m o s t r a d o s  por ele ne sse mesmo artigo, r e s u l t a d o s  e s ­
ses que de ram  o r i g e m  ã teoria da inf or ma çã o.  Esta teoria tem 
a p l i c a ç õ e s  em mu it a s  áreas como: Ec onomia, Pro bl e m as  Sociais, Eco 
logia, L i n g ü í s t i c a ,  FTsica C r i m i n o l o g i a ,  etc.
A e n t r o p i a  de S ha n no n foi g e n e r a l i z a d a  por vários 
m a t e m á t i c o s .  Esta e n t r o p i a  pode ser i n t e r p r e t a d a  como uma m e d i ­
da de infor maç ão .
E s t u d a m o s  ne ste tra balho, usando e q u a ç õ e s  f u n c i o ­
nais, o p r o b le ma  da c a r a c t e r i z a ç ã o  de al gu ma s  m e d i d a s  de informa^ 
ção. As s ol uç õ e s  m e n s u r á v e i s  dessas e qu aç õe s,  sob alg uma s c on d ^ 
ções, c a r a c t e r i z a m  estas medidas.
1.1 - Defi ni ções
n
S e ja m A n = {P = ( p ]s ...., pn ); p i > 0 , 1  p. = 1},(1.1.1)
i =1
n = 1 ,2 , .... ;
o c o n j u n t o  das d i s t r i b u i ç õ e s  c om p l e t a s  de n - p r o b a b ^
1 i d a d e s .
Nas e x p r e s s õ e s  que se gue m neste t ra bal ho  os l o g a ­
ritmos se rão tom a da s na base 2, Ol ogO = 0 e 0 a = 0 (a > 0).
D e f i n i ç ã o  - 1 :
A e n t r o p i a  de Sha nn o n [ll] de uma d i s t r i b u i ç ã o  P 
(p 1 ,... ,p ) e é d e f in id a por:
n
H (P) n v ' z p. log p. i = 1 1 1
( 1 . 1 . 2 )
D e f i n i ç ã o  -__2 :
A e n t r o p i a  a d it iv a de or dem ou e n t r o p i a  de Renyi
[10] de uma d i s t r i b u i ç ã o  P = ( p ] .. . . ,p ) e A 5 d e f i ni d a por:
H n a (P) = (1 ' 109 < 2 P i > *n »a - i =1 1
(1.1.3)
O b s e r v aç ão :
lim H (P) = H (P) ã e n t r op ia  de S h an no n 1 n , a n
D e f i n i ç ã o  - 3 :
A e n t r o p i a  n ã o - a d i t i v a  de grau 3
[6] e D a r õ c z y  [2]
Hav rd a e C ha rv ãt
de uma d i s t r i b u i ç ã o  P e A n ê d e f i n i d a  por:
(P) = ( 2 1' 6 - 1)' z P- - 1i=l 1 (1.1.4)
.3.
D e f i n i ç ã o  - 4:
A e n t r o p i a  ad it iv a de o r de m (a, 3 ) Aczél [2) 
uma d i s t r i b u i ç ã o  P e A n ê de fin id a como:
de
V a . B  (P) ' <S - l 0 9
n . n n
Z p“A  p?
i=l V i = l  1
a ^ 3 ,  a, 3 > 0 ; a ,  6 ^ 1
D e f i n i ç ã o  - 5 :
neja [12]
A e n t r o p i a  n ã o - a d i t i v a  de grau (a, 3 ) 
de uma d i s t r i b u i ç ã o  P e A n e d e f in id a  por









a i 3, a, 3 > 0; a, 3 ^ 1 .
D e f i n i ç ã o  - 6 :
A e n t r o p i a  a - 1og
d i s t r i b u i ç ã o  P ç A n ê dada por:
Sha r ma  e Taneja (l2j de uma
H? (P) = - 2a ’ 1 E p“ 1og p., a > 0 
1 i=l 1 1
(1.1.7)
Def i n i ç ã 0 - 7 :
A e n t r o p i a  do seno 
d i s t r i b u i ç ã o  P e A n é dada por:
Sh arma e Tan ej a [12] de uma
( U , tf )
H s <P) - 2a ~ ] " p“ sen (íi log p.), (1.1.8 ) 
sen b i = i
da p o r :
D e f i n i ç ã o  - 8 :
A m e d i d a  R - norma de uma d i s t r i b u i ç ã o  P e A n e da
R - 1
n p 1/R 
1 - ( £ P-) 
i=l 1
R > 0, R t 1 .
(1.1.9)
D e f i n i ç ã o  - 9:
A m e d i d a  de i n f o r m a ç ã o  de o rde m a e tipo g ( e n t r o ­
pia de M it ta l)  de uma d i s t r i b u i ç ã o  P e A n é d e f i n i d a  como:
2 - 1
( 1 .1 .10)
a, 3 > 0 ; a ^ g e a ,  6 ^ 1 .
E x i s t e m  na l i t e r a t u r a  da teoria da i n f o r m a ç ã o  v a ­
rias m e d i d a s  de i n f o r m a ç ã o  para duas ou mais d i s t r i b u i ç õ e s  de 
p r o b a b i l i d a d e s ,  mas s o m e n t e  vamos tr a ta r de me d i d a s  de i n f o r m a ­
ç ã o . l i g a d a s  a uma d i s t r i b u i ç ã o  de pr o b a b i l i d a d e .
O b s e r v a ç õ e s  :
1 ) Se 3 -*■ 1 > a e n t r o p i a  em (1.1.4) se reduz ã en-
tropia de S ha nn on  em (1.1.2).
2) A s e g ui nt e rel aç ão ex is t e entre (1.1.3) e (1.1.4).
(p) = _ ] ------- {(1„ (J)) (P) - 1}, p * 1.
2 1" 6 -  1
4) lim H n (a,6) (P) = H“ (P) 
3->-l
5) lim H r (P) = H (P) 
R->1 K n
6 ) lim H“ (P) = H (P) 
g-> 1 3 n ’a
7) lim H“ (P) = (P)
a->l
D i v e r s a s  p r o p r i e d a d e s  a l g é b r i c a s  e a n a l í t i c a s  d e s ­
tas e n t r o p i a s  são c o n h e c i d a s  e uma d i s c u s s ã o  de ta lha da das me sma s 
pode ser e n c o n t r a d a  em Aczél e Da r õ c z y  [2], Mathai e Ra th ie  [7] e 
Tanej a [l 4] .
1.2 - E q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s
As e q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s  d e s e m p e n h a m  um papel i m p o r ­
tante na c a r a c t e r i z a ç ã o  de m e d i d a s  de inf orm aç ão , pois q ua se  t o ­
das essas m e d i d a s  s a t i s f a z e m  ãs p r o p r i e d a d e s  da soma, da ad i ti vi - 
dade ou da n ã o- ad i ti  v i d a d e .
6.
Se e xi s t e  uma função f:( 0,l ]v R, c o n tí nu a ou m e n s u ­
rável, tal que a e n t r o p i a  H n pode ser escri ta na forma
H n (P) = " f (Pi), P = (P r -.-, P n ) c A n (1.2.1)
e n t ã o  se diz que H n (P) satisfaz, a p r o p r i e d a d e  da soma.
A e n t r o p i a  de Sh a n n o n  sa ti sf az  ã s e g u i n t e  relação, 
c h a m a d a  p r o p r i e d a d e  a d i t i v a
H nm (P * Q) = H n + Hm ’ P e A n e ^ £ Am í1 -2 *2 * 
onde  P* Q = ( p ]q ] ,..., p 1qm ,..., P n q 1 ,..., P nqffl) , m, n = 1,2,3, . . .
Se H n (P) s a t i s f a z  as p r o p r i e d a d e s  da soma e aditi- 
v i d a d e  en tão  temos de (1 .2 .1 ) e (1 .2 .2 ) a e q u a ç ã o  func io nal :
n m n m
E E f ( p . q i ) = E f(p.) + E f(q ) (1.2.3)
i=l j = l 1 J i=l 1 j = l 3
A e q u a ç ã o  funcional (1.2.3) foi e s t u d a d a  p r i m e i r a ­
m e n t e  por Ch a u n d y  e Mc Leod [4]. E sua solu çã o ê dada por:
f(p) = A p log p, p e [0,l] (1-2.4)
onde  A e uma c o n s t a n t e  a rb it ra ri a.
No c a p í tu lo  II de ste  tr ab a l h o  serão e n c o n t r a d a s  as 
s o l u ç õ e s  m e n s u r á v e i s  e a p l i c a ç õ e s  à teoria da i n f o r m a ç ã o  das s e ­
gu i n t e s  e q u a ç õ e s  fu nc ion ai s:
n m n m n m
• i) 2 S*f.(p.q.)= E E p-f(q_.)+ E E q^ f(p), (1.2.5)
i=l j=l J i=l j=l J i=l j=l J 1
ond e  P = (P 1 ,. . . , P n ) e A n , Q = ( q 1 > .. .,qm ) e Am e a , 3 são pa 
r â m e t r o s .
Esta e q u a ç ã o  f un cio na l, so l u c i o n a d a  por Sharma e Ta 
neja ( 1 97 5 ) , tem como s o l u ç ã o  c on tín ua
f(p) - C ( 1 . 2 . 6 )
onde C 5 uma c on s t a n t e  e p e [0,l]
n m m n m
ii) £ >: = Z f( pj  + Z f(q,) + c z E f(p.) f(q.) ,, ? 7)
i = l j=l 1 J i = l 1 j = l J i=l j=l 1 J
para P = ( p ^ . . . ,  p n ) e a n , Q = (q -j ,. . . , q m ) e Affl e C é uma c o n s ­
ta nt e não nula.
Esta e q u a ç ã o  foi s o l u c i o n a d a  por Beh ar a e Nath 
(1973) e tem como s o l u ç ã o  c on ti nua
f (p) = C ( 1 . 2 . 8 )
onde P 'e [0 »1 ] e C ê um a c o n s t a n t e
n m n m
iii) z i . f(p-qj = z g(p.) + z h(q.) + A E E g(p.) h(q.)
i=l j=l 1 J i=l 1 j=l J i=l j=l 1 J O - 2 -9 )
on d e P = (p-j..... p n ) e A n , Q = ( q ^ . . . ,  q ) e A m e \ e uma c o n s ­
ta nt e não nula.
E v i d e n t e m e n t e ,  se f = g = h então da e q u a ç ã o  funcio 
nal (1.2.9) ob t e m o s  a (1.2.7). A eq u a ç ã o  funcion al  (1.2.9) foi 
s o l u c i o n a d a  por Mittal ( 1 976 ) e .te m como s ol uç ão  c o n t ín ua  as s e ­
g u in te s funções:
*f (p) .= P/A ( a b p 3 " 1 - 1 ) , g (p ) =
= p/x
onde ab t O ou
f(p) = g(p) = - p/ A , h(p): a r b i t r á r i a  ou ( 1 .2 .1 1 )
f(p) = h(p) = -p/x, g (p ) : a r b i t r a r i a  (1 .2 .1 2 )
on de  0, A são c o n s t a n t e s ,  A não nula e 3 é p o s it iv o e p p e r t en ce  
ao i n t e r v a l o  [0 ,l ) .
As s o l u çõ es  m e n s u r á v e i s  das e q u a ç õ e s  f un c i o n a i s  
(1.2.13) e (1.2.14) dadas a se g u i r  serão e n c o n t r a d a s  no c a p í t u ­
lo III.
n m n m n m
Z Z h(p,q.) = z Z g(p.) h(q.) + Z z g(qi) h(p.) (1,2.13) 
i=l j = l 1 J i = l j=l 1 J i=l j = l J 1
para P = ( p ] , p n ) e Q = ( q ] , qm ) e ^  e n,m = 1,2,3,... 
n m n m n
I. Z h(p.q.) = Z Z f(pi )g (q  .)+ Z k(p.) (1,2.14)
i=l j=l 1 J i=l j=l 1 J i=l 1
para P - (p -j ,. . . , P p ) e Q ~ C Q i »• • • >  ^ ® ^ ^ ~ 1,2,3...
As s o l uç õe s  c on tí n ua s de (1.2.14) e de (1.2.13) se 
rão e n c o n t r a d a s  em Ta n èj a [l2j.
Os c a p í t u l o s  II e M I  deste t r a b a l h o  serão co nc lu í 
dos com a p l i c a ç õ e s  das eq ua çõ es  fu n c i o n a i s  ã te ori a da i n f o r m a ­
ção.
.8.
= P/A ( a p e_1 -'!), h(p) =
( b p 8“1 - 1) (1 .2 .1 0 )
2 E Q U A Ç Õ E S  F U N C I O N A I S  £ M ED ID AS  DE I N F O R M AÇÃO
As p r o p r i e d a d e s  da soma, a d i t i v i d a d e  ou não-aditi 
v id a d e  de m e d i d a s  de i n f o r m a ç ã o  dão or i g e m  a a lg u ma s equ aç õe s 
fu n c i o n a i s .  Ne ste  ca pTt u lo , as sol uç õe s m e n s u r á v e i s  das e q u a ­
ções f u n c i o n a i s  (2 .1 .1 ) e (2 .1 .2 ) em uma variável serão o b t i ­
das, se ndo t a m b é m  feitas a p l i c a ç õ e s  destas eq ua çõ es  para c a r a c ­
te r i z a r  a l g u m a s  me d i d a s  de in formação.
2.1 - I n t r o d u ç ã o
Seja A n = í (x-, ,. . . , x n ): x i > 0 para i = 1 . . . , n,
o c o n j u n t o  de n- u p l a s  d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e .
N es te c a p T t u l o  t r a b a 1 ha remos com as duas eq uaç õe s 
f u n c i o n a i s  em uma variá vel  s e g u i n t e s ,  veja r e f e r ê n c i a  [9]:
n m ■ • n m a  n m 3
i} f(xi V  = 1 E x i f(y i^ + E Z y i f(xi) (2 .1 .1 ) i=l j=l 1 J i=l j=l 1 3 i=l j=i J 1
onde  f:[0,l]-»-R e men su rá ve l (ou c o n t i n u a  em um 
p ont o ou l i m i t a d o  num i n t e r v a l o  peq uen o) ,
em
a, 3 sao p a r â m e t r o s  reais e n, m - 1 , 2 , 3 ,.
Ob_serva^^o:
Q u a n d o  a = 0 = 1 (2.1.1) r e d u z - s e  a e qu aç ão  f u n ­
cional de C h a u n d y  e Mc l eo d (1960) (1.2.3)
n m n m
Z Z f (x . y.) = Z f (x . ) + Z f(y ) . 
i=l j = l 1 J i=l 1 j=l J
n m n m n m
ii) Z Z f(x. y.) = Z g(x.) + Z h(y.) + X Z Z g(x.) h(y )
1=1 j=l 1 J i = l 1 j=l J i=l j-»l 1 J
( 2 .1 .2 )
onde as funç õe s f, g, h : [ 0 , l J + R  são m e n s u r á v e i s ,  
X = (x-j,... x n ) e , Y = (y -j. ..., y m )eA e A é uma c o n s t a n t e  
não nula.
O b s e r v a ç ã o :
Q u a n d o  f - g = h (2.1.2) se t r a n s f o r m a  na eq ua ção  
funci onal (1 .2.7)
n m n m n m
Z Z f(x. y.) = Z f(x.) + Z f(y ) + C Z Z f(x.) f(y.) 
i=l j=l 3 i=l j=l J i =1 j=l 1 J
.D ete rmi na rem os as s ol uç ões  mensuriíveis das e q u a ­
ções f u n c i o n a i s  (2.1.1*) e (2.1.2) nas seções (2,2) e (2.3) r e s ­
p e c t i v a m e n t e .  Na seção (2.4) serão feitas a p l i c a ç õ e s  destas 
e q u a ç õ e s  para c a r a c t e r i z a r  m ed id as  de inf ormação.
2*2 " A 0 ^ U Ç Q e s m e n s u r a v e i s de ( 2 .1 ,1 )
A seg ui r  de te r mi na  remos as soluçõe s m e n s u r á v e i s  
da e q u a ç ã o  fun cio na l (2 .1 .1 ).
T e o r e m a  ( 2 . 2 . 1 ) . S ej am  f : [0,l]~>R uma função me ns ur áv e l (ou con 
tínua em um ponto, ou l im ita da  em um i n te rv al o peq ue n o) , X e A n>
Y e Am , m,n = 1,2,3... então a e q ua çã o  (2.1.1) ad mit e a s e g u in te  s o ­
lução.
f(x) = C xa - x 2 ; a, 3 > 0, a ^ 3 (2.2.1) onde
C e uma c o n s t a n t e  a r b i t r a r i a
Para pr o va r o t eo re ma  p r e c is am os  dos s e g u i n t e s  le
mas :
Lema (2.2.1 ) : f(0) = f(1) = 0-
P r o v a :
S u b s t i t u i n d o  (x-, , x 2 ) - ( 0 , l ) e ( y 15 y 2 , y 3 )
(0 , 1 , 0 ) em (2 .1 .1 ),
então
2 f (0 ) = f (1 ) ( 2 . 2 . 2 )
S u b s t i t u i n d o
( x i » X 2 ) - (0 ,1 ), (y-j , y 2 » y 3 ) = ( y , 1 - y, 0 )
para y e (0 ,1 ) em (2 .1 .1 ), temos
3 f(0) = {y3 + (1 - y ) 3 } (f(l) + f ( 0 )}, y E (0 ,1 ).. (2.2.3)
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De (2.2.2) e (2.2.3) temos f(0) = 0, po r ta nt o de (2.2.2) o b t e ­
mos f ( 1 ) = ( f 0 ) = 0 (2.2.4)
Lema ( 2 . 2 . 2 )
Para X = (x ] ,... , x n ) e A nS n = 2,3...
n n
Z f ( x . ) = C Z 
i = 1 1 i = 1
,a 3 
X i " X i (2.2.5)
onde C ë uma c o n s t a n t e  ar bi tr a ri a.
Prova
Dado que
n n n n
. ?  ^ f(x. y.) = E T- f ( y . x, 
1=1 j=l 1 J i = l j=l J 1
para n = 2 , 3,
t e m o s , Us an d o  (2 .1 .1 )
s f ( y j
j = l J i = 1 1
C, para x i , y, e (0 , 1 )
Co m o a j* 3 , o d e n o m i n a d o r  não se anula. Assim:
s f ( x . ) = C z 
i=l 1 i=l - ?î
, X, £ (0 ,1 )
mos
a qual, j u n to  com o fato que f ( 1 ) = f (0 ) = 0 , te-
n
(2.2.5) v e r d a d e i r o  para x. e f O ,1j , corn x x. = 1.
i=l 1
Lema (2.2.3)
S e j a m  x, t e [0,l], x fixo e t arb it rá ri o.  Se 
A x (t) = f(xt) + f [(1 - x) t] - [xu + (1 - x )“} f (t) - te [f (x) +
+ f(l - x)} (2 .2 .6 )
então
A x (u + v) = A x (u) + A x (v), onde u, v, u + v e [0,l] (2.2.7) 
Prova:
Seja ( X -j ,  x 2 ) = (x, 1 - x), (y] ,  y 2> y 3 ) =
(u , v, 1 - u - v) em (2 .1 .1 )
e nt ão
f(xu) + f[(l - x) u].+ f(xv) + f[(l - x) vj + f[(x (1 - u - v)J
+ f[(.l - x) (1 - u - v)j = {Xa + (1 - x ) a } {f (U ) + f (V ) +
+ f (1 - u - v)} + { u 3 + v 6 + (1 - u - v ) 6 } (f(x) + f(l - x)}
( 2 . 2 .8 )
Seja (x i 9 x 2 ) = (x,l - x), (y] , y g) = (u + v,
1 - u - v )  em (2 .1 .1 )
e nt ão
f( x(u  + v)] + f((l - x") (1 - u - v)] + f[x(l - u - v)] +
f[(l - x) (u + v)j = { X a + (1 - x ) a } { f Cu + v) + f(l - u - V ) }  +
+ {(u + v ) B + (1 - u - V ) 6 } {f Cx ) + f(l - x ) > (2.2.9)
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S u b t r a i n d o  (2.2.9) de (2.2.8) e us and o (2.2.6) temos:
A x (u + v) = A (u) + A x (v), onde u, v, u + v c (o,l). Isto ê,
A (t) é a d i t i v a  em t.X
0 s e g u i n t e  lema foi p ro vad o por D ar õc zy  e Lo- 
sanczi (.1 967 ), veja re fe r ê n c i a  (5)
Lema ( 2 . 2 . 4 ) . Q u a l q u e r  s ol u çã o da eq u a ç ã o  f u n c i o ­
nal de C au c h y  g(x + y) = g(x) + g(y) (2.2.10) 
po d e ser e s t e n d i d a  de {(x, y): x, y, x + y e (0,l)} para R 2 .
0 lema (2.2.5), a seguir, foi pr ov ado  por Aczél, 
veja r e f e r ê n c i a  [2 ).
Lema ( 2 . 2 . 5 ) . Se a e q ua çã o funcional de Cauchy 
h(x + y) = h(x) + h(y) ê s a t i s f e i t a  por todos os reais x, y e 
se a f un ç ã o  h(x) e m e n s u r á v e l ,  en tã o h(x) = C x para todo x, e 
C c o n s t a n t e  ar b i t r á r i a .
Ag or a re c o r r e m o s  aos cinco lemas acima para p r o ­
var o t e o r e m a  ( 2 .2 .1 ).
Prova do t e o r e m a :
D es de que A (t) d e f i n i d a  em (2.2.6) é m en s u r á v e l  
e como pelo lema (2.2‘.3), para x fixo, x e [0 ,l], A x (t) ê a d i t ^  
va em t na reg iã o d e f i n i d a  no Temia (2.2.4), c o n c l u í m o s  pelos l e ­
mas (2.2.4) e (2.2.5) que A x (t) = t A (1), t e (0,l) (2.2.11)
Dado que f(l) = 0, de (2.2.6) temos
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A ( 1 ) = f (x ) + f ( I - x) - {xa + (1 - x ) u } f(l) - f(l - x
A
- f(x) = 0 , d o nde  c o n c l u í m o s  que A^ (t) = 0 , t e [ü,l].
E as sim
f(xu) + f (1 - x) u {Xa + (1 - x) 01} f{u) + u 3 {f ( X ) + f'
U san do o lema (2.2.2) para f(x) + f(l - x)
temos
f (x u ) + f (1 -  x) u {xa + (.1 - x ) a } f (u ) + C u 3 íxa - ;
+ (1 - x ) a - (1 - x ) 6 } O
N o v a m e n t e  do lema (2.2.2) temos
f (1 - u ) + f (x u ) + f (1 - X) u
+ ( x u ) a - ( XU ) 3 + (1 - X)  u a
C {(1 - u ) a - (1 - u )3 -
3
(1 - x) u } (í
S u b t r a i n d o  (2.2.13) de (2.2.14), temos
f(l - u) = C {(1 - u ) a - (1 - u ) p + (xu) u - ( x u ) p +
(1 - x) u
a
(1 - x) u } - {xa + (1 - x ) a } f(u) -
u 3 íf(x) + f(l - x)} (i
S u b s t i t u i n d o  x = 1/2 em (2.2.15) temos
f(l - u) = C {(1 - u ) a - (1 - u )3 + 2 (u / 2 )a - 2 ( u / 2 ) 3}
2 1 ~a f(u) - u 3 {21 "a - 2 1 " 3 } C (2
p o r ê m  de (2.2.5) temos
f(u) + f(l - u)  = C {ua - u 3 + (1 - u ) a - (1 - u ) 3 } ( 2
- x)} 









Us a n d o  (2.1
Fa z e n d o
em (2 .2 .2 0 )
Como f(0) =
[2.2.16) e (2.2.14) temos f(u) = C {uu - u 1^}, a f 1,
u e [0 ,1] (2.2.18)
Para a = 1 ,■ o lema (2.2.2) da
n n fiZ f (x • ) = C {1 - E x?} (2.2.19)
i = l 1 i=l 1
.1) e (2.2.19) temos
m m  m p m m
Z Z f (x.y .) = Z {f (y •) + C y h -  C Z Z ê y »  
i = l j = l J j = l J J i=l j=l 1 J
(2 .2 .20)
h(t) = f(t) + C t 3 (2.2.21)
temos
m m  m
Z Z h (x • y.) = Z h(y.) (2.2.22)
i = l j = l 1 J j=l J
f (1 ) = 0 , temos
h(0) = 0, h (1) = C (2.2.23)
Dado que
m m  m m
Z Z h ( x . y.) = Z Z h(y. x . ). temos
1 = 1 j=l 1 J i=l j = l 3 1
m m
Z h(y.) = Z h(x ) (2.2.24)
j-i 3 j-i 1
x = ( X , ...... xm ), Y = ( y , ••. y m ) em A m e m - 2 .3
De (2 .2. 24 ), fica claro que 
n
£ h(x. ) = C, para n = 2, 3, 4. . , (2,2.25)
i=l 1
e C c on sta nte .
Para x f i x o , *  e [0,1], se tomarmos
A v (t) = h(xt) + hX (1 - x) t h (t ) , t e (0 ,1] (2 .2 . 26)
e u s ar mo s o m é t o d o  e m p r e g a d o  no lema (2.2.3), com a ajuda de 
(2.2.25), temos que A (u + v) = A (u) + A (v) (2.2.27)A X X
para , u , v , u + v e [ 0 ,1] .
N o v a m e n t e  us an do  0 lema (2.2.4) c o n c l u í m o s  que:
A x (u) = u A x (1 ) (2.2.28)
Desde que A x (t) é definida como em (2.2.26), 
at r a v é s  de (2.2.25) e (2.2.28) temos:
A x (u) = Cu (2.2.29)
Fa z end o * = 1 e usa nd o (2.2.29) e (2.2.26) o b t e ­
mos h (u ) = Cu, u e [0,l] (2.2.30)
Usando a d e f i n i ç ã o  de h(t) em (2.2.21) temos:
f(u) = C {u - u B }, u e [0,1] (2.2.31 )
Fi n a l m e n t e , de (2.2.18)
(quando a t 1 ) e (2.2.31)
(quando a ? 1 ) c on c l u í m o s  a prova do teorema.
2.3 - S o l u ç õ e s  m e n s u r á v e i s  de (2.1.2)
0 o b j e t i v o  desta seçao ê d e t e r m i n a r  as soluç ões  
m e n s u r á v e i s  da e q u a ç ã o  funcional (2 .1 .2 ).
T e o r e m a  ( 2 , 3 . 1 ) . S e j a m  f, g e h: [0,l]->R funções m e n s u r á v e i s  (ou 
c o n t í n u a s  em ponto, ou lim it ada s em um in te rv al o  peq ue no) , 
X e A n e Y Am , n, m = 1, 2, 3,... Então a e qu aç ão  (2.1,2) ad mit e 
as s e g u i n t e s  so luç õe s:
f(x) = * (a b x ^ 1 - 1 ),
g ( x) = ~  (a x 6 " 1 - 1),
h(x) = (b x **"1 - 1), (2.3.1 )
para todo x c (0 ,l), onde a, b sao c o n s t a n t e s  nao n u ­
las e 6 à- 0 e um p a r â me tr o .
Ou
f(x) = g(x) = - — h(x): a r b i t r a r i a  (2.3.2)
Ou
f(x) = h(x) = - g-(x): a r b i t r á r i a  (2.3.3)
P r i m e i r a m e n t e  p r o v a r e m o s  alguns lemas que nos 
a u x i l i a r ã o  na d e m o n s t r a ç ã o  do teorema.
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Lema (2.3,1 ) . A fu nçã o men su rá ve l f s a t i s f a z e n d o  
a e q u a ç ã o  de C au c h y  f(x + y) = f(x) f(y) (2.3.4)
para todos os n úm er os  po si t i v o s  x, y, tem a s ol uç ão  rião-trivial 
f (x ) = e cx (2.3.5)
onde c ê uma c o n s t a n t e  a r b i t r a r i a  
P r o v a :
Veja Aczél [l]
Lema ( 2 . 3 . 2 ) . A função men su rá ve l K s a t i s f a z e n d o  
a e qu a ç ã o  de Ca uc hy  K (xy) = K(x) K(y), x, y e (0,lj (2.3.6)
tem a s o l u ç ã o  n ã o - t ri vi al  K(x) = x a , x e (0,l] (2.3.7)
onde a ê uma c o n s t a n t e  ar bi tr ár ia .
P r o v a :
Seja, g (u ) = K (eu ).
Para x, y e (0,lj, p od em os  e s c r e v e r  x = e u , y = e v 
com u j v e (-°°, o] .
A s s i m  (2.3.6) t o r n a - s e
g(u + v) = g(u) g (v ); u, v e (-», o]
Agora, seja




en tã o (2.3.9) t o r na -s e
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h(a + b) = h (a ) h (b ), a, b c [0 , (2 .3 .1 1 ).
Pelo lema (2.3.1) e us an do  a e x p r e s s ã o  (2.3.11) e n c o n t r a r e m o s  a
*■*' ~ C X f \s o l u ç ã o  n a o - t ri vi a l h (x ) = e , x e [O,«5).
Das t r a n s f o r m a ç õ e s  (2.3.8) e (2.3.10) co nc lu ím os  
en tã o que K tem a so l u ç ã o  n ão- tr ivi al  como em (2.3.7).
Lema ( 2 . 3 . 3 ) . A s ol uçã o geral, com K, M, N mens^j 
r av ãv eis , da e q u a ç ã o  de P e xi de r
K (xy) = M (x) N (y), x, y e (0,1] (2.3.12)
serã dada por:
Caso I . Se M (1) / 0 e N  (1) / 0
K(t) = a b t a , M(t) = a t a , N(t) - b t a (2.3.13)
onde a ê um parâ met ro .
S u p l e m e n t a d a  com as so lu çõ es  triviais.
Caso I I . Se M (1) = 0 ou N (1) = 0
K(t) = 0 K(t) = 0
M(t) — 0 ou M(t): a r b i t r a r i a
N(t): a r b i t r a r i a  N(t) = 0
P r o v a :
Se y = 1 em (2.3.12) temos
K(x) = b M (x ), onde b = N(l). (2.3.15)
-Seja ai nda  x = 1 em (2.3.12). Então K(y) = a N(y), onde a = M(l)
(2.3.16)
Caso I . Qu an do  M(l) / 0 e N(l) $ 0, s u b s t i t u i n d o  (2.3.15) em
(2.3.12) temos
ab K( x y ) = K(x) K(y), x, y c (0,l]. (2.3.17)
T o m a n d o - s e  a t r a n s f o r m a ç ã o  (|>(t) = — ab i 0, então
de (2.3.1 1)  se o b t e m  <j> (x y ) = <fj(x) cj> (y ), x, y e (0,1] (2.3.18)
Pelo lema (2.3.2) temos a sol uç ão  nã o-t r iv ia l de
<P (x) = X a (2.3.19)
onde a é uma c o n s t a n t e  a rb it r ar ia . C o r r e s p o n d e n t e  temos a s o l u ­
ção n ã o - t r i v i a l  para K, M e N como em (2.3.13).
Caso I I . Qu an do  M(l) = 0 ou N(l) = 0 u s a n d o - s e  (2.3.15) e
(2.3 .16), é fãcil ver que
K (x ) = 0 , x e (0 ,1] (2 .3 .2 0 )
e, c o r r e s p o n d e n t e ,  temos a s ol uç ão  trivial como (2.3.14).
A s e g u i r  u sa re mos  os lemas acima para d e m o n s t r a r  o 
te o rem a (2.3.1).
S u b s t i t u i n d o  Y = ( y , u , 1 - y - u ) e A 3 em (2.1.2)
temos
n - > n
2 íf(x. y) + f(x. u) + f x, (1 - y - u) } = z g(x.) +
i=l t J i=i 1
n
+ í h ( y ) + h (u ) + h (1 - y - u ) } +  X { z • g(x.)} (h(y) +
i=l 1
+ h(u) + h(l - y - u )} (2 .3 .2 1 )





x i (y + u) + f x i ( l - y - u ) } = { E  g (x .)}+
(h (y + u) + h (1 - y - u )} + A { 7, g (x.)} {h'(y + u) +
i =1 1
h (1 - y - u )}
S u b t r a i n d o  (2.3.21) de (2.3.22), então 
n f 1 nZ f X . (y +■ u ) - h(y + u) - A { z g (x . )} h (y + u) =
i=l L 1 J i=i 1
(2
Z f ( x . y ) - h (y ) - A { l  g ( x .)} h (y ) + >: f ( x , u ) 
i = l i=l 1 i=l 1
h
A { 2 g ( x . )} h (u ) 
i = 1 1
(2
Para X = ( x x „ )  e A d ef in am os  1 n ' n
n n
Ay (t) = e f(x.t) - h(t) - A { e g (xi)} h(t ), t e [0,1] 
A i=l 1 i-1  ^ ^
(2
entao» de (2 .3. 23 ), temos
A y (y + u) = A (y) + A (u), para u , y. u + y e [0,l]
(2
C o n c l u í m o s  do lema (2.2.5) que a soluç ão men su rá ve l  de (2
(2é A x (t) = t A x (1 ), t e [0 ,1)
Substituindo Y = (0,1 ) em (2.1.2) temos
Z- f (x . ) + n f (0) - Z g (X - ) + h (1) + h (0) + 
i=l 41 i=l 1













N o v a m e n t e ,  s u b s t i t u i n d o  Y = (1,0,0) em (2,1.2), 
n n
>: f ( x . ) + 2n f(0) = E 9 (x • ) -i- h (1 ) + 2h(0) + 
i =1 1 i = l 1
n
+ X { E g (x . )} {h (1 ) + 2 h (0)} (2.3.28)
i = l 1
S u b t r a i n d o  (2.3.27) de (2.3.28) temos
nf(0) = h(0) + Ah(0) z g (x . ) (2.3.29)
i = l 1
C o m b i n a n d o  (2.3.29) com (2.3.27) temos
n
A x (1 ) = z ' g(x. ) (2.3.30)
x i = l 1
De (2.3.26) e (2.3.30) e de (2.3,24), te mos a sj?
gui nte rei a ç ã o .
n n n
z t) - h(t) - A h(t) E g(x ) = t e g (x . )
i = l 1 i = l 1 i = l 1
para X = (x-j,..., x n ) e A n , n = 2,3 ..., e t e [0,l]. (2.3.31)
S u b s t i t u i n d o  r e s p e c t i v a m e n t e  X = (x, v , 1 - x - v) e X = (x + v , 
1 - x - v ) em (2. 3.31), de poi s s u b t r a i n d o  c o n v e n i e n t e m e n t e  as 
r e s p e c t i v a s  e x p r e s s õ e s ,  obtemos:
f (( x + v) t] — x h(t) g (x + v) - t g (x + v) = f (x t ) - 
“ A h(t) g(x) - t g ( x ) + f(vt) - A h(t) g(v) - t g(v) (2.3.32)
Para t e [0,lj, d ef in a m o s  
( w ) =  f(wt) - a h(t) g(w) - tg(w), w e (0,l)
.24.
en tã o (2.3.32) t o r n a - s e
B t ( x  + v) = B t (x) + B t (v ), (2.3.34)
X, V, X + V £ [0,l]
A p l i c a n d o  o lema (2.2.4) vemos que B t (x) = x B t (1), x e [0,l]
(2.3.35)
Substituindo X = (1,0) em (2,3.31) temos
f(t) + f (0) - h(t) - A h(t) {g (1) + g ( 0 ) } = t{g(l) + g(0)}
(2.3.36)
Fa z e n d o  X = (1,0,0) em (2.3.31) obte mos
f(t) + 2 f(0) - h(t) - A h (t ) { g (1) + 2 g ( 0)} = t { g ( 1) +
+ 2 g (0)}' (2.3.37)
S u b t r a i n d o  (2.3.36) de (2.3.37) temos
f (0) - A h(t) g (0) = t g (0) (2.3.38)
C o m b i n a n d o  agora (2.3.38) com (2.3.36) o bt emo s
B t U )  = f(t) r A h(t) g (1 ) - t g (1 ) = h(t), para t e [0,l]
(2.3.39)
assim, (2.3.35) e (2.3.33) e de (2.3.39), temos a re la çã o  
f(xt) = A h(t) g(x) + t g(x) + x h(t), x, t e [0,1] (2.3.40)
Para x, t e (0,1), seja
V
F(x) = - 1 -  f (x)
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G(x) = g (x)
H (x ) = - i "  h (x ) 8 (2.3.41)
e ntã o (2.3.40) t o r n a - s e
xt F(xt) = Axt H(t) G(x) + tx G(x) + tx H(t) (2.3.42)
Para x 9 t e (0,1] (2.3.42) to rna -s e
F (x t ) = X H (t ) G(x) + G ( x ) + H (t ) (2.3.43)
A go ra seja
K(x) ■= 1 + X F(x)
M ( x ) = 1 + A G(x) .
N(x) = 1 + A H (x ), (2.3.44)
Se m u l t i p l i c a r m o s  (2.3.43) por A (A i 0) e depois a d i c i o n a r m o s
1 em ambos os lados e usarm os  a t r a n s f o r m a ç ã o  (2.3.44), obtem os  
K(xt) = M(x) N (t ), para x, t e (0,lj (2.3.45)
Pelo lema (2.3.3) a e q u a ç ã o  (2.3.45) tem a s e g u i n t e  solução.
Caso I . Se M(l) / 0 e N(l) / 0 
K í x J ^ a b x ^ 13 
M(x) = a x 1
N (x ) = b x ' ~ 3 , (2.3.46)
para x e (0 ,l], onde a, b são c o n s t a n t e s  não n u ­
las.
De (2 .3. 44 ),  a s o l u ç ã o  (2.3.46) s ig ni fi ca
F ( x ) = A ' 1 ( a b x 1" 3 - 1)
G{x) = A " 1 ( a x 1 " 3 - 1)
H (x ) = A“1 ( b x 1“3 - 1), 
para x e (0 , l]
Pela t r a n s f o r m a ç ã o  (2 .3. 44 ), (2.3.47) e o m es mo que:
f(*) = ( a b x 3 " 1 - 1 )
g(x) = - *  ( a x 3 " 1 - 1 )
h(x) * * ( b x 3 " 1 - 1 ),
para x £ (0 ,1]
Caso I I . Se M(l) = 0 ou N ( 1) = 0, ai nda pelo lema (2.3. 
temos K(x) = M(x) = 0, N(x): a r b i t r a r i a  
ou
K(x) = N(x) = 0, M(x): a rb it rá ri a.
Pela t r a n s f o r m a ç ã o  (2.3.44) obtem os 
F(x) = G(x) = - 1/À, H(x): arb it rá ri o,  
ou
F (x ) = H(x) = - I/A, G(x): a r b i t r á r i o  
Então da t r a n s f o r m a ç ã o  (2.3.41) temos 








f(x) = h (x ) = - x/A, g(x): a r b i t r á r i a ,  x e (0 ,l] (2.3.50)
A s s i m  as so lu çõ es  (2.3.48), (2.3.49) e (2.3.50) 
i m p l i c a m  r e s p e c t i v a m e n t e  nas so lu çõ e s (2.3.1), (2.3.2) e (2.3.3) 
do teo rem a para x e (0 ,l]
Para pr ov ar  que (2.3.1), (2.3.2) e (2.3.3) também 
v a l e m  para x = 0 p r o c e d e m o s  como segue.
Q u an d o  x - 0
Seja x = 0 em (2.3.40), então 
f (0) = g (0) {X h(t) + t}, t e (0,lj
A n a l o g a m e n t e ,  para t = 0 em (2.3.40), temos
f (0 ) = h (0 ) {A; g(x) + x}, x £ (0 ,1)
Caso I : Quando M(l) / 0 e N(l) # 0 a solução (2.3.48) 
que f (0) = g (0) = h(0) = 0
Caso I I . Q u a n d o  M(l) = 0 ou N(l) = 0 tanto (2.3.49)
(2.3.50) i m p l i c a m  que f(0) = 0
Q u an d o  (2.3.49) for a s o lu çã o para x e (0,l), terem os  por
.(2.3.51), que g(0) = 0 e p o r ta nt o • h (0) e a rb i t r s r i o .  Logo (2.3.49) 
é v e r d a d e i r o  para todo* x e (0 ,l).
S i m i l a r m e n t e ,  (2.3.50) ê v e r d a d e i r o  para todo x e [0,l).
P o r t a n t o  as e q u a ç õ e s  (2.3.48), (2.3.49) e (2.3.50) são validas 






C o n c l u í m o s  a s s im  a prova do Teorema.
2.4 - A p 1 i ca çõe s
C o n c l u i r e m o s  este c a p í t u l o  fazencío a p l i c a ç õ e s  das 
e q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s  (2 .1 .1 ), (2 .1 .2 ) as m e di da s de inf ormação.
C o n s i d e r e  uma variável a l e a t ó r i a  d i s c re ta  X a s s u ­
m i n d o  v a l o r e s  nos e ve nt os  E p  E2 ..., E n com d i s t r i b u i ç õ e s  de 
p r o b a b i 1 idade.
n
P = ( P ] » • * • > P n )’ ^ Pi ~  ^’ Pi ^ 0 ,  Í 1 11 i = l 1 1
E seja A n = { ( p 1 ,..., pn ) : p. >y 0 para i
n
E p. = 1} para n ^  1
i = 1 1
o c o n j u n t o  de n -u pl as  d i s t r i b u i ç õ e s  de p r o b a b i l i d a d e s .
Se h e utna função real mens ur áve l e H (P),
n n
P e A pode ser es c r i t a  na forma H (P) = l h (p.) (2.4.1)
i=l 1
a p r o p r i e d a d e  (2.4.1) é chamada - p r o p r i e d a d e  da soma da eji 
tropia H n (P).
As s o l u ç õ e s  da eq u a ç ã o  fu ncional (2.1.1) c o n d u z e m  
a uma c a r a c t e r i z a ç ã o  da e n t r o p i a  de grau (a, 6 ) (1 .1 .6 ).
T e o r e m a  ( 2 . 4 . 1 ) . A e n t r o p i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de 
p r o b a b i l i d a d e  P e A n , s a t i s f a z e n d o  a pr op ri e d a d e ,  da soma
(2.4.1), ond e a fu nçã o h e so lu ção  real m e n s ur áv el  de (2.1.1), 
com a c o n d i ç ã o  h(-|-) =-y-, ê dada por.
~ l , . . . s n 




(a » 3) 1 ■a 2 1 "3) -1 " (P? ~ P?) 
i = 1 1 1
(2.4.2)
a i 3 j a 3 > 0
P r o v a :
A s ol uçã o me n s u r á v e l  h da e q u a ç ã o  funcional
(2.1.1) é dada por h(p) = C (pa - p 3 ), a i 1 » p e [0,1]. (2.4.3)
1-Bv-l1 1  1 Usa ndo  a c o n d i ç ã o  h( ~ 2—) •= , obte mo s C = (2 - 2 ‘~ M )
(2.4.4)
U sa n d o  a p r o p r i e d a d e  da soma (2.4.1) e a função (2.4.3 ),  sob a 
c o n d i ç ã o  (2.4.4), o bt e mo s (2.4.2). Isto prova o teorema.
As s o l u çõ es  do caso es pe ci al , f - g = h, da e q u a ­
ção f un ci on al  (2 .1 .2 ), c o n d u z e m  a uma c a r a c t e r i z a ç ã o  da en t ro pi a 
n ã o - a d i t i v a  de o r d e m  3 (1.1.4)
T e o r e m a  ( 2 . 4 . 2 ) . A e n t r o p i a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  
P e A , s a t i s f a z e n d o  a p r o p r i e d a d e  (2.4.1) e onde a fun çã o h ê 
so l u ç ã o  real m en s u r á v e l  de (2 .1 .2 ), para f = g = h com a c o n d i ­
ção h(— , ê dada por:
(P) ( 2 1“6 - 1 )_1 £ P- - 1 
i=l 1
(2.4.5)
6 V 1 > 3 > 0
P r o v a :
Usamos os m e s m o s  a r g u m e n t o s  do t eo rem a (2.4.1) 
para c o n s e g u i r m o s  o r e s u l t a d o  do teorema (2.4.2).
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C A P I T U L O  ííí
3 • E Q U A Ç Õ E S  F U N C I O N A I S  E CARACTERIZAÇfiO DE M E D I D A S  DE INFO RMA ÇÃO
Neste c a p i t u l o  as soluç ões  m e n s u r á v e i s  das e q u a ­
ções f u n c i o n a i s  (3.1.1) e (3,1.2) serão obtidas. T a m b é m  faremos 
a p l i c a ç õ e s  destas e q u a ç õ e s  para c a r a c t e r i z a r  algum as  me di da s de
i n f o r m a ç ã o .
3*1 “ In t r o d u ç ã o
C o n s i d e r e  as eq ua çõ es  f u n c i o n a i s  em uma variável
se g ui nte :
n m n m n m
Z Z h (x . y.) = Z Z g (x • ) h(y ) + Z Z g(y.) h(x.) 
= 1 j = l 1 J i=l j=l 1 J i=l j = l J 1
(3.1.1)
onde h, g:[0,l]-*-R são m e n s u r á v e i s  (ou co n ti nu as  em um ponto ou 
l im i t a d a s  num i n t e r v a l o  peq ue no) , X = ( x - p . . . ,  x.n ) e A , Y =
( y l » • • • » ^ [^yj ® ^ ^ ~ i 3...
n m n m
z z h(x. y.) = z z f (x i ) g ( y -) + z k(x.) (3.1.2)
i = l j=l • J i = l j = l 1 J i=l 1
on d e f, g, h e j<: [0, l)+R, são funç ões  m e n s u r á v e i s ,  X = (x-j,...,
xn> e V
Y = (y-j,..., y m ) e A ra, para n, m = 1, 2, 3...
*v
0 o b j e t i v o  das seções (3.2), (3.3) é e n c o n t r a r  as
s o l u ç õ e s  m e n s u r á v e i s  das e q u a ç õ e s  fu n c i o n a i s  (3.1.1) e (3.1.2), 
Na s e ç ão  (3.4) e st as  e q u a ç õ e s  serão a p li c a d a s  para uma c a r a c t e H  
z açã o de a l g u m a s  m e d i d a s  de in formação.
3.2 - S o l u ç õ e s  m e n s u r á v e i s  de (3.1.1)
No t eo re m a se gu in te  o b t e r e m o s  as s o l u çõ es  m e n s u ­
ráveis da e q u a ç ã o  fu nci on al (3.1.1).
T e o r e m a  ( 3 . 2 , 1 ) . S ej am  h, g:(o,l)-*R funç õe s m e n s u r á v e i s  ( c o n t i ­
nuas em um po n to , li mi t a d a s  num i n t e r v a l o  peque no)  X e A n e
Y e n, m = 1, 2, 3,... Então a eq u a ç ã o  ( 3 . K l )  ad mi te  as s e ­
g u i n t e s  s o lu ç õe s:
h(x) = A x a logx, g ( x ) = x 01, (3.2.1)
h (x ) = 1/B (xa - x 6 ), g(x) = 1/2 (xa + x e ), (3.2.2)
h(x) = (xa /C) sen (3 logx), g(x) = x a cos (3 logx), (3.2.3)
para x e [0,lj, onde A, B, C são c o n s t a n t e s  com 
B, C i 0, e a e 3 p a r â m e t r o s  posit ivo s.
Demons tra çã o :
A d e m o n s t r a ç ã o  será feita m e d i a n t e  uma s e q ü ê n c i a
de lemas.
Lema (3.2.1 ) :
Para X fixo, X e A n , se
n n n
A x (t) = z h(x. t) - z g (x .) h(t) - z h(x.) g(t)
i =1 i *1 1n 1
para t e [o, l] .
Então
(y + v) = A x (y) + A,x (v), onde y, v» y + v e [0 ,1} . 
P r o v a :
Faça mos  Y = (y, v, 1 - y - v) e A 3 e Y = (y 
1 - y - v) e Ar, em (3.1.1). Ob tem os»  r e s p e c t i v ã m e n t e ,
Z {h (x. y) + h(x, v) + h 
1=1 1 1
x. (1 - y - v) } = z í g ( x , ) 
1=1 1
h(y)
+ h (v ) + h(l - y - v) } + -Z íh(x.) 
i = l 1




^  (y + v) 
+ h (1 - y - v)
+ h x . (1 - y - v) } = Z g(x •)
1 J í = i 1
(3. 
h (y +
+ Z h(x.) 
1=1 1
g ( y + v )  + g (1 - y -  v) (3.
S u b t r a i n d o  (3.2.5) de (3.2.4) obte mo s
2 {h ( x . y) + h ( x . v) - h 
1=1 1 1
x-i (y + v) } = z g (x .) 
1 J 1=1 1
h (y)
+ h (v) - h (y + v)
X e A , n = 2, 3,...
+ Z h f x , ) 9 (y) + 9 ( v ) - g(y + v )
p o r t a n t o ,











A x (t) = Z h (x , t) - Z g (x .) h(t) - z h(x .) g(t) (3.2.7) 
A 1=1 1 1=1 1 1 = 1 1
para t , y, v, y + v e [ 0 , l ] , X = ( x ] ,..., x ) e A . Isto 
fica que para X fixo, X e A p , (t) i ad it iva  em t.
s i g m
0 s e g u i n t e  lema foi pro vad o por D ar oc zy  e Lo-
sancz 1 [5]
Lema ( 3 . 2 . 2 ) :
Se A(t) s a t i sf az  A x (y + v) = A.x (y) + A x (v), 
para y, v, y + v e [0 ,1], en tã o (t) = t A^ (1 ) (3 .2 .8 )
Lema (3.2.3)
Para X = (x ] , x n ) e A n e t e (0, l] , n = 2,3....
en tão
Z h(x. t) = X 9 (x • ) h(t) + Z . h (x .) 
i=l 1 i=l 1 i=l 1
9(t)
P r o v a :
S u b s t i t u i n d o  Y = (1,0) e Y = (1,0,0) em (3.1.1) 
temos, r e s p e c t i v a m e n t e ,
n n
Z h ( x ) + n h (0) = Z g ( x .) 
1=1 1 i=l 1
h (1 ) + h (0 ) + Z h(x.) 
i = l 1
+ 9 (0 )


















se gue  de (3
Logo, de (3
n
2 h (x • t) 
i = l 1
- g(w) h(t)
en tão
B t (x + u)
. 34.
(3.2.9) de (3.2.10) temos
n
g (x •) h(0) + E h(x. ) g (0) (3.2.11)
1 ■ 1=.l
n
Usando (3.2.11) e (3.2.9) obt em os  E h(x.) =
1=1 1
h(l) + l h(x.) g(l) (3.2.12)
i = l
F a ze nd o t = 1 em (3.2.7), segue que
h(x-) - E g (x .) h(l) - E h (x .) g (1) (3.2.
i 1 i=l 1 i=l 1
13)
Usando (3.2.12) e (3.2.13) ob te mos  (1) = 0
2 .8 ) que A^ [t) = 0 , t e [0 ,l]
2.7) o bt em os
n n
= z g (X •) h (t ) + E h (x . ) g (t ) (3.2.14)
i=l 1 i=l 1
, x n ) e ' A n , t  e ( 0 , 1 ) ;  n = 2 ,  3 , . . .
Lema ( 3 . 2 . 4 ) :
Para t fixo, t e [0,1], se B t (w) = h(wt) -
- h(w) g ( t ) , onde w e [0 ,1],
= B t (x) + B t (u), com x, u, x + u e [0 ,l).
P r o v a :
Se X = (x, u, 1 -- x - u ) em (3.2.14) temos
h(xt) + h(ut) + h (1 - x - u ) t 9(x) + g(u) +
+ g (1 - x - u ) + g(t) h ( x ) + h ( u ) + h ( 1 -• x - u )
(3.;
Ag ora , f a z e n d o  X = (x + u, 1 - x - u )  em (3.2,14), fic amo s
h (x + u) t + h (1 - x - u ) t h(t) g (x + u) + g(l x - t
+ g(t) h ( x + u ) + h (1 - x - u ) (3.;
S u b t r a i n d o  (3.2.16) de (3.2.15) temos
h (x t ) + h (u t ) - h (x + u) t h (t)
+ g(t) h(x) + h(u) - h(x + u )
g ( x )  + g ( u )  - g ( x + ii)
(3,
Para t fixo, t e [0,'lj, de fin am os 
B t (w) = h(wt) - g(w) h(t) - h(w) g(t), w e (0,l) (3.;
Então (3.2.17) t o r n a - s e  B t (x + u) = B t (x) + B t (u) (3.Í
Para x, u, x + u e [0,lj. Usando n o v a m e n t e  
r e s u l t a d o  de D ar o cz y e Losan czi  [5](1 ema (3.2.2) temos
B t (w) = w B t (1), w e  [0,1] (3.Í
Lema (3.2.5):














h (wt) = g (w ) h (t ) + h (w ) g ( t)
Prova
Pelo lema (3.2.3) temos
n n n
2 h(x. t) » E g (x • ) h (t ) + E h (x . ) g(t), t e Í0,l) 
i=l 1 i=l 1 i=l 1 k
S u b s t i t u i n d o  X = (1,0) e X = (1,0,0) em (3.2.14) temos, r e s p e c t ^  
v a m en te ,
h(t) + h (0) - h(t) + h(l) + h ( 0 ) g ( t ) (3.2.21)
h(t) + 2 h (0) = 9(1) + 2 g ( 0 ) h(t) + h (1) + 2 h (0) g(t) (3.2.22)
S u b t r a i n d o , (3.2.21) de (3.2.22) temos
h ( 0) = g (0) h(t) + h(0) g (t ) (3.2.23)
Us a nd o (3,2.23) e (3.2.21) temos
h(t) = g (ï ) + g(0) h(t) + h (1 ) + h ( 0 ) g( t)
+ h (°) g(t)
g ( o ) h ( t ) +
(3.2.24)
onde
h(t) = g (1) h ( t ) + h(l) g (t )
De (3.2.18) temos que
B t (l) - h(t) - g(l) h(t) - h(l) g ( t ) , t e (0 ,l) (3.2.25)
C o n c l u í m o s  de (3.2.25) e (3.2.24) que B^(l) = 0, t e: [0,l]
Donde por (3.2.20) B t (w) = 0, w e [O.l] (3.2.26)
Us a n d o  (3.2.26) e (3.2.18) temos h(wt) = g(w) h(t) + 
+ h(w) g(_t), para w, t e [0,l] (3.2.27)
C o n t i n u a ç ã o  da prova do T e or em a
P or em  a so l u ç ã o  c o m pl ex a de (3.2.27), (veja [l] ),
é dada por:
h(w) = 0 g ( w ) : arbi trãri a
h(w) = e Q (w) a ( w ) , g(w) = e Q (w)
(3.2.28)
(3.2.29)
h(w) = (1 / 2 K) e 1 (w) - e 2 (w) » g(w) = (1 / 2 ) ei (w) + e 2 (w)
(3.2.30)
ond e K / 0 é uma c o n s t a n t e  c o m p le xa  a r b i t r á r i a  e a(w), e. (w) (t = 
0 , 1 , 2 ) são funções, s a t i s f a z e n d o
a(wt) = a(w) + a(t), 
e
e £ (wt) = e £ (w) e£( t ) , l = 0 , 1 , 2
(3.2.31)
(3.2.32)
r es pec ti  v ã m e n t e .
De (3.2.28), (3.2.29) e (3.2.30), e de (3.2.31) 
e (3.2.32) e fácil ver que as s o l uç õe s m e n s u r á v e i s  reais h e g
38.
de (3.2.27) são dadas por (3.2.1), (3.2.2) e (3.2.3), provand o 
a s s i m  o teorema.
3.3 ~ S o l u ç õ e s  m e n s u r á v e i s  de (3.1.2)
N es te pa rá g r a f o  e n c o n t r a r e m o s  as s olu çõe s m e n s u ­
ráveis da e q u a ç ã o  funcional (3.1.2). Tais s olu çõe s serão dadas 
por i n t e r m é d i o  do s e g u i n t e  Teorema.
T e o r e m a  ( 3 . 3 . 1 ). S e j a m  f, g, h e k:[0,lJ->R funções m e n s u r á v e i s  
( c o n t i n u a s  em um ponto, l im it ada  num in ter va lo  pe que no ), X e A p 
e Y e Am , n, m = 1, 2» 3... Então a e qu açã o (3.1.2) ad mit e como 
so l u ç ã o  o s e g u i n t e  c o n j u n t o  de funções:
h(x) = Bx + Ax logx, f(x) = Cx
g(x) = Dx + (A/C) x logx, k(x) = (B - CD) x + Ax logx (3.3.1) 
ou
h (x ) = Bx + A ( x 6 - x) , f (x ) = C x e
g(x) = Dx + (A / C ) ( x® - x), k(x) = (B - A) x + (A - CD) x^
(3.3.2)
onde  A, B, C e D, C f 0, são c on s t a n t e s  a r b i t r á r i a s  e p > 0 
(f 1 ) é um p a r â m e t r o .
0 s e g u i n t e  c o n j u n t o  de e q u a ç õ e s  é ta mb é m uma s ol uçã o trivial. 
h(x) = Bx, f(x): a r b i t r á r i o ,  g(x) = Dx, e
K'(x) = Bx - Dx f (x ). (3.3.3)
39.
D e m o n s t r a ção




Para X fixo, X e A , se A (t) = z h(x. t)n x i=1 i
- Z^ f ( x i ) g(t), para t e [0,l], en tao A^ (y + u) = A x (y) 
+ Ay (u) para y, u, y + u e [o,l]
P r o v a :
S u b s t i t u i n d o  Y = (y, u, 1 - y ■ u) e  fi^  e
Y = (y + u , 1 - y - u ) e A 2 em (3.1.2) ob t em os , r e s p e c t i v a m e n t e ,
n r n
Z {h (x . y) +, h(x. u) + h x, (1 - y - u) } = Z f (x -)
i=l i i L 1 J i=l 1 g(y) +




(y + u) + h
+ Z k(x.) 
i = l 1
(1 - y - u) }
(3.3.4)
n
Z f ( x . ) 
i = 1 1
+ g(l - y - u) +■ Z k (x • ) 
i=l 1
g (y + u) +
(3.3.5)
S u b t r a i n d o  (3.3.5) de (3.3.4) o bt emo s
Z {h (x. y) + h (x . u) - h x, (y + u) } = Z f(x-) 
i=l 1 1 L 1 J i=l 1




D e f i n a m o s  para X e A n „ n = 2, 3... 
n n
A » (t ) - Z h(x. t) - I f (x . ) g(t), t e (0,1) (3.3.7)
i = 1 i-=l
C o n c l u í m o s  de (3.3.7) e (3.3.6) que A.x ( ) ê uma função aditiv a, 
isto ê , A.x (y + u) = Ajj (y) + A x (u) (3.3.8)
para y, u, y + u e [0,l) e X e A n
Pelo lema (3.2.2) temos que se A ^ ( ) ê uma função aditiv a,  veja 
e x p r e s s ã o  (3.3. 8),  e nt ão  A^(t) = t A ^ ( 1 ) , t e [0,1) (3.3.9)
Lema (3.3.2)
Para X e , n = 2, 3,..., e t e [0,l)
e nt ão
n n n
2 h (x . t) - Z f(x.) g(t) = t Z k (x .) 
i=l 1 i=l 1 i=l 1
P r o v a :
S u b s t i t u i n d o  Y = (1,0) e Y = (1,0,0) em (3.1.2) 
ob t em os , r e s p e c t i v a m e n t e ,
z h(x.) + n h ( 0 ) =  z f (x i) g(i) + g(°) + s k ( x i ) (3 .3 .10) 
i=l 1 i=l 1=1
Z h (x •) + 2 n h (0 ) = z f (x, 
i=l 1 i = l 1
9(1) + 2 g ( 0 ) + Z k ( x . ) (3.3.11) 
i=l 1
n
S u b t r a i n d o  (3.3.10) de (3.3.11) obte mo s nh(0) = z f(x.) g(0)
i = l 1
(3.3.12)
n








para w e 
en tão 
B t (x + 
P r o v a :
X = (x + 
h(xt) +
.41 .
Us an do  (3.3.12) e (3.3.10) temos
) = Z f ( x j  g( 1) + Z k ( x .) 
1=1 1 í=i 1
(3.3.13)
7) o b t e m o s  A x (1) = ^  H ( x i ) - Z^ f ( x i ) g(l) (3.3.14)
U san do (3.3.13), (3.3.14) e (3.3.9) temos
n n
t) - Z f(x.) g(t) = t z k(x.) 
1 = 1 1 1=1 1
(3.3.15)
A n , n = 2, 3 s , e t e [ O , l] .
Lema (3.3.3)
Para t fixo, t e (0,1}
= h(wt) - f(w) g (t ) - t k(w)
v) * B t (x) + B t (v), para x, v, x + v e (0,l]
S u b s t i t u i n d o  X = (x, v, 1 - x - v) e A 3 e 
v s 1 - x ~ v ) - £ A 2 em (3.3.15) temos, r e s p e c t i va me nt e.
h(vt) + h (1 - x - v ) t f(x) + f(v) + f (1 - x - v) 9(t)
R(x) + k(v) + |i(l - x - v) (3.3.16)
(x + v) t + h ( 1 “ X - V ) t f ( X + V ) + f (1 - x -■ V )
k (x + v ) + k (1 - x - v ) (3.
S u b t r a i n d o  (3.3.17) de (3.3.16) obte mos
h (x t ) + h ( v t )  - h (x + v) t f ( x ) + f (v ) - f(x + v) g(t)
+ t k ( x ) + k ( v ) - f ê ( l ~ x - v ) .  (3
D e f i n a m o s ,  para t fixo, t e (o»l)
B.(w) = h(wt) - f(w) g(t) - t k(w)
para w e £o,l}
(3,
U sa nd o (3.3.19) e nt ao  (3.3.18) tor na -s e
B t (x + v) = B t (x) + B t (v), para x, v, x + v e (0,l) (3,
Usando n o v a m e n t e  o r es u l t a d o  de D ar oc zy  e 
sanczi (5), lema (3.3.2), temos
B t (x) = x B t (l ), x, t e t0 »"1] (3
Lema (3.3.4)
S e ja m h^(x) - h(x)/x, f-|(.x) = f(x.)/x 
9 ] (t) = g(t)/t, k 1 (x) = k ( x ) /x 











h] (xt) = f 2 (x ) h 1 (t ) + k 2 (x); x, t e (0 ,lj
onde  f £ ( x ) = f 1 (x )/ f ] ( I ) , f ] (1 ) / 0 
e
t<2 (x ) = k ! (x ) - f 2 (x) k ] (1 )
P r o v a :
Pelo lema (3.3.2) temos 
n r )  n
z  h(x. t.) - t  f(x.) g(t) = t E k (x . ) (3 .3 .2 2 )
i=l 1 i -1 1 i=l 1
X ~ (x-j,..., ^ p ^  ^ A n > ^ = ^ * 3 s . . . , e t e (o,lj
S u b s t i t u i n d o  X = (1,0) e X (1,0,0) em (3.3.23) 
o b t em os , r e s p e c t i v a m e n t e ,  as s eg u i n t e s  relações
h(t) + h ( 0 ) - f ( 1 ) g (t ) - fCO) g (t ) = t[k(l) + k ( 0 )J (3.3.23)
h(t) + 2 h (0) - f(l) g (t ) - 2 f (0) g (t ) = t [ k(1) + 2k(0)} (3.3.24) 
S u b t r a i n d o  (3.3.23) de (3.3.24) temos
h (0 ) - f(0) g(t) = t k (0 ) (3.3.25)
S u b s t i t u i n d o  (3.3.25) em (3.3.23) temos 
h (t ) = f (1) g (t ) + t k (1) (3.3.26)
S e gu e de (3.3.19) que 
B t (l) = h (t ) - f(l) g(t) - t k (1 ) , t e (0 ,1) (3.3.27)
C o n c l u í m o s  de (3.3.27) e (3.3.26) que
.43.
B t ('l) = 0 , t e [0 ,1] (3.3.28)
De (3.3.28) e (3.3.21) temos que
B t (x ) = 0, x , t c [0,1) (3.3.29)
U sa n d o  (3.3.29) e (3.3.19) vemos que:
h(xt) = f(x) g(t) + tk(x), para x, t e [ o j ]  (3.3.30)
D i v i d i n d o  (3,3.30) por xt (xt t 0) e depois f a ­
z e n do
h 1 (x) = h(x) /x , f 1 (x) = f( x)/ x
g ^ t )  = g(t )/t , k ^ x )  = k(x)/x, (3.3.31)
e n t ã o  temos
^1 ( x t ) = f ^ x )  g-j ( t ) + k-j (x ); x, t e (O.lj (3.3.32)
P on do p r i m e i r a m e n t e  x = 1; e depois x = 1 e t = 1 
em (3.3.32) temos
V t )  = (1 ) 9]Ct) + k ] ( I )
h-, (1) = f-,11) g-J Cl ) + -j (1 ) (3.3.33)
Se f i (1) = 0, e nt ão  por (3.3.33) temos
h-j ( t ) = h^(l) ou h ( t ) t h ^ (1 ) = At, (3.3.34)
onde  A = h-| (1 ) = h (1) 
n es te  caso h é uma fu n çã o li n e a r  e homo gên ea .
A g or a s u p o n h a m o s  que f ^ (1) f 0. En tão de (3.3.33)
.44.
temos
M t )  - M l )
g (t) = -------------- 1------  ( 3
' ^ ( 1 )  f ^ l )
Usando (3.3.35) e (3.3.32) obte mos
M x )  M x )
h, (xt) = ------------ M t )  + k n ( x ) -------------- M l )  (3.
' f ^ l )  1 ^ ( 1 ) 1
De f in a m o s  f2 (x) = f i ( x )/f-j (1 ), 
k2 (x) = k^ (x ) - f 2 (x ) ^ ( 1 ) ,  x e  (0,1] (3.
Então (3.3.36) t o r n a - s e  h-j(xt) = f 2 (x) h -j (t ) + k2 (x), (3. 
x , t e ( 0 , l] .
«
C o n t i n u a n d o  com a d e m o n s t r a ç ã o  do teorema
Sendo f, g, h, k f un çõe s m e n s u r á v e i s  temos 
h i , f 2 e k2 t a m b é m  se rão me ns ur á v e i s .
A so l u ç ã o  m e n su rá ve l de (3.3.37) com h-j , f 2 , 
m e n s u r á v e i s  e dada por (veja [l]):
h-j (x) = h Q (x) + a; f 2 (x) = 1; k2 (x) = h Q (x) (3.
e
h rt(x) h (x ) . , , V * )
h ] (x) - y e 0 + a; f2 (x) = e 0 * k2 <x > = a (] “ e
(3.
Al em  da so l u ç ã o  trivial











on d e y i 0 e a são c o n s t a n t e s  a r b i t r a r i a s  e hQ ê uma solução 
m e ns u r á v e l  a r b i t r á r i a  da equação.
ho (xt) = h Q (x) + hQ (t) (3.3.41)
Mas a s o l u ç ã o  me n s u r á v e l  de (3.3.41) ê dada por
h Q (x) = A logx, x e í0 »1] (3.3.42)
onde A é uma c o n s t a n t e  ar b it ra ri a.
A s s i m  as so lu çõe s (3.3.33), (3.3.39) e (3.3.40) 
j u n t a m e n t e  co m as e q u a ç õ e s  (3.3.37), (3.3.32) e a função 
(3.3.42) nos da rão o c o n j u n t o  de so lu çõ es  pr et e n d i d o  para a 
e q u a ç ã o  (3.1.2) qu a nd o x, t. e (0,l],
Como 0 a = 0 (a > 0) e Olog 0 = 0 (pa rá g ra fo
1.1), para t ~ 0 e/ou X = 0, os c on j un to s de e q u a ç õ e s  (3.3.1),
(3.3.2) e (3.3.3) s a t i s f a z e m  (3.3.30) e c o n s e q ü e n t e m e n t e  são so 
luções de (3.1.2). C o n c l u i n d o  a s s i m  a d e m o n s t r a ç ã o  do teorema.
3.4 ~ Apli cações
• Nesta seção c a r a c t e r i z a m o s  as m e di d as  de i n f o r m a ­
ção (1.1.6), (1.1.7) (1.1.8), (1.1.2) e (1.1.4) a tr av és  de uma 
a p l i c a ç ã o  das e q u a ç õ e s  f u n c i o n a i s  (3.1.1) e (3.1.2) sob c o n d i ­
ções a p r o p r i a d a s .
S en do X uma variável a l e a t ó r i a  di s cr et a a s s u m i n d o  
va l o r e s  f in it os  nos ev en tos  E-j , E^,..., E n com d i s t r i b u i ç õ e s  de 
p r o b a b i 1 i d a d e .
.47.
n
P ~ (Pi ) • • • i P n ^ Pi = 1'
1 n  i---l 1
E seja A n = ífp -j , - . • , P n ) : P i * 0 para i = 1, 2,..., n
n
£ p. = 1 } para n ^ 1
s e ndo  o c o n j u n t o  de n -u pla s d i s t r i b u i ç õ e s  de p ro b ab i l i d a d e s .
onde  h é uma fu nçã o real me n s u r á v e l  , P e A n , dizem os  que a entro 
pia H n (P) possui P r o p r i e d a d e  da s o m a .
No te o rem a s e g u i n t e  as s olu çõe s da e q u a ç ã o  funcio^ 
nal (3.1.1) f o r n e c e r ã o  uma c a r a c t e r i z a ç ã o  e l e g a n t e  de algu mas  en 
tropias.
T e orema ( 3 . 4 . 1 ) . Se H (P) em A n , n > 1, s a t i sf az  as seg ui n te s 
propri e d a d e s :
a) P r o p r i e d a d e ' d a  soma (3.4.1), onde  h e s o lu çã o real me ns ur áv el  
da e q u a ç ã o  fun cional (3.1.1).
Se H (P) pode ser e s c r i t o  na forma 
n
(3.4.1)
b) h (-£-) = 1 (3.4.2)
Então H (P) é dada por uma das seg ui n te s ent ropias.
1 o g p . , a > 0 ( 3. 4.3 )
i (a,  3) (P) = (2 1 -a v i a p> v>■ (Pi - P ) 0 = 1  1 1 -
(3.4.4)
( a , 3 ) (P) = - 2 a " 1
a f 3 > ot, 3 > 0. 
n
sen 6 i =1
pl| sen (3 log p.) (3.4.5)
P r o v a :
Se nas eq ua çõ es  (3.2.1), (3.2.2) e (3.3.3), s o l u ­
ções da e q u a ç ã o  ( 3 . 1 .1 ) , im pu se rm os  r e s p e c t i v a m e n t e  a co nd içã o
h (—2~ ) = 1 , o b t e r e m o s  r e s p e c t i v a m e n t e  
A - -2 a ' 1 
B = ( 2 1_a - 2 1 " 3 )




Usando a p r o p r i e d a d e  da soma (3.4.1) e as e q u a ­
ções (3.2.1), (3.2.2) e (3.2.3) sob as c o nd iç õe s ( 3 . 4 . 6 ),(3.4.7) 
e ( 3 . 4 . 8 ).
Temos, r e s p e c t i v a m e n t e ,  as ent ro p ia s
H“ (P), H n 
t e o r e m a .
( a,  3)
(P) e H
( a , 3)
(P). Como q ue r í a m o s  d e m o n s t r a r  no
IMo s e g u i n t e  teorema u sa rem os  a e q ua ça o funcional
(3.1.2) para c a r a c t e r i z a r  as e nt r op ia s (1.1.2) e (1.1.4).
Te o r e m a  ( 3 . 4 . 2 ) . A e n t ro pi a  da d i s t r i b u i ç ã o  de p r o b a b i l i d a d e  
P e A n s a t i s f a z e n d o  ã p r o p r i e d a d e  da soma (3.4.1), e onde h (p) 
é so l u ç ã o  real men su rá v el  de (3.1.2) sob as co nd i ç õ e s
h ( 1 ) = h ( 0 ) e h ( l / 2 ) = 1/ 2 , sao dadas r e s p e c t i v a
m e n t é  por:
Hn (P) = £ Pi log p 9 P e A i=l 1 1 n (3.4.9)





P r o v a :
F a z e n d o  x = 0 em (3.3.1) e (3.3.2), r e s p e c t i v a m e n  
te, temos h (0) = h(l) = 0. Us ando h(l/2) = 1/2 em ambas as equa
çÕes a c o n s t a n t e  A t o r n a- se  r e s p e c t i v a m e n t e  -1 e (2 1 D -1
Àgora, u t i l i z a n d o  a p r o p r i e d a d e  da soma (3.4.1) 
e as e q u a ç õ e s  (3.3.1) e (3.3.2) sob as co nd iç õe s (A .= -1) e A = 
= (2^ 6 - 1 ) ”^ , temos as e n t r o p i a s  (3.4.9) e (3.4.10). Como que 
ríamos d e m o n s t r a r .
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